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Аннотация
И зу ч а ю т с я  н ел и н е й н ы е  я в л е н и я  в и м п у л ь с н о й  си сте м е  у п р а в л е н и я  т е м п е р а т у р н ы м  п о лем  
н а гр е в а т е л ь н о й  у ста н о в к и , п о в е д е н и е  к о т о р о й  о п и с ы в а е т с я  н еав т о н о м н ы м и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  
у р а в н е н и я м и  с р а зр ы в н о й  п р а в о й  ч асть ю . И с с л е д о в а н и е  т а к о й  си сте м ы  с в ед ен о  к  д в у м е р н о м у  
к у с о ч н о -гл а д к о м у  н е п р е р ы в н о м у  о то б р аж е н и ю . П о к а за н о , ч то  п е р ех о д  о т  п е р и о д и ч е с к и х  
к о л е б а н и й  к  к в а зи п е р и о д и ч е с к и м  п р о и с х о д и т  ч е р е з  б и ф у р к а ц и ю  Н е й м а р к а -С а к е р а . О п и сан ы  
о с о б е н н о с т и  п е р ех о д а  о т  р е зо н а н с н о й  д и н а м и к и  к  к в а зи п е р и о д и ч е с к о й . В н у т р и  к аж д о го  
р е зо н а н с н о го  я зы к а  с у щ е с т в у е т  п р и т я ги в а ю щ а я  за м к н у та я  и н в а р и а н т н а я  к р и в ая . Н а  э т о й  к р и в о й  
и м е е т с я  ч етн о е  ч и с л о  п е р и о д и ч е с к и х  о р б и т , п о л о в и н а  и з к о т о р ы х  у сто й ч и в ы е , а  п о л о в и н а  -  
се д л о в ы е , а с а м а  и н в а р и а н т н а я  к р и в а я  о б р а зо в а н а  за м ы к а н и е м  н е у с т о й ч и в ы х  м н о го о б р а зи й  
с е д л о в ы х  ц и к ло в . П р и  и зм е н е н и и  п а р а м е т р о в  у с т о й ч и в ы й  ц и к л  с л и в аетс я  с се д л о в ы м  и  и сч езае т  
ч е р е з  б и ф у р к а ц и ю  « ск л а д к а»  гр а н и ч н о го  сто л к н о в ен и я . Т а к  ч то , р е зо н а н с н ы е  я зы к и  в к у с о ч н о ­
гл а д к и х  с и с т е м а х  о гр ан и ч е н ы  н е к р и в ы м и  с е д л о -у зл о в о й  б и ф у р к ац и и , к а к  в сл у ч ае  гл ад к и х  
д и н а м и ч е с к и х  си стем , а л и н и я м и  б и ф у р к а ц и и  гр ан и ч н о го  сто л к н о в ен и я .
Abstract
In  th is  p a p e r  w e  s tu d y  th e  n o n lin e a r  p h e n o m e n a  th a t ca n  b e  o b se rv e d  in  a  tem p e ra tu re  fie ld  p u lse  
m o d u la te d  c o n tro l sy s tem  o f  a  h e a tin g  u n it. T h e  b e h a v io r  o f  su ch  а  sy s tem  is d e sc rib e d  b y  
n o n a u to n o m o u s  d iffe ren tia l eq u a tio n s  w ith  d isc o n tin u o u s  rig h t-h an d  s ides. W e  red u ce  th e  in v e s tig a tio n  of 
th is  sy s tem  to  th e  s tu d y in g  o f  a  tw o -d im e n s io n a l p ie c e w ise -sm o o th  m ap . W e  d em o n s tra te  h o w  a  
q u a s ip e r io d ic  d y n am ics  ca n  arise  fro m  a  s tab le  p e r io d ic  m o tio n  th ro u g h  a  N e im a rk -S a c k e r b ifu rc a tio n . 
T h e  p a p e r  a lso  d iscu sses  th e  sp ec if ic  fe a tu re s  o f  th e  tra n s itio n  fro m  p h a se -lo c k e d  d y n am ics  to  
q u as ip e rio d ic ity . W ith in  ea ch  re so n an ce  to n g u e  th e re  is a n  a ttra c tin g  c lo se d  in v a ria n t cu rv e . T h is  c lo sed  
cu rv e  in c lu d es  tw o  cy c le s , a  sad d le  a n d  a  s tab le , an d  is fo rm e d  b y  th e  sad d le -n o d e  c o n n e c tio n  c o m p o sed  
o f  th e  u n s ta b le  m a n ifo ld s  o f  th e  sad d le  cy c le . A s  th e  p a ra m e te rs  o f  th e  sy stem  are  c h a n g ed , th e  stab le  an d  
sad d le  cy c le s  co llid e  an d  d isa p p e a r in  a  b o rd e rc o llis io n  fo ld  b ifu rc a tio n . In  th is  w a y  th e  re so n an ce  
to n g u e s  in  p ie c e w ise -sm o o th  sy s tem s are  b o u n d e d  b y  b o rd e r-c o llis io n  fo ld  b ifu rc a tio n  cu rv es , ra th e r  th an  
b y  th e  sa d d le -n o d e  b ifu rc a tio n  lin es  k n o w n  fro m  sm o o th  system s.
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В в е д е н и е
Регулирование температуры является одной из важнейших задач во многих 
теплотехнологических процессах, таких как производство строительных материалов, 
цветного стекла, выращивание кристаллов и других, поскольку даже незначительное 
отклонение от заданной температуры приводит к нарушению необходимых параметров 
технологического процесса и ухудшению качества получаемой продукции.
Так, например, при выращивании кристалла синтетического сапфира необходимо 
обеспечить закон изменения температуры в тигле от 25°C до 2050°C с определённой 
степенью наращивания и спада температуры, что требует применения автоматической 
системы управления с возможностью программного задания изменения температуры в 
тигле с заданной точностью. Современный уровень получения монокристаллов сапфира 
является достаточно энергозатратным, начальная стадия предполагает получение из 
исходного сырья оксида алюминия расплава при температуре 2040°C и дальнейшее 
поддержание температуры на необходимом уровне в соответствии с технологическим 
регламентом [Лодиз Р., Паркер Р. 1974; Rubanov V. G. et al., 2015].
Схема нагревательной установки включает следующие зоны: внутреннее печное 
пространство 1, заполненное воздухом или газом, нихромовый электронагреватель 2, 
равномерно распределённый во внутреннем слое футеровки 3, состоящей из 
магнезитового кирпича и внешнего слоя футеровки 4 из минеральной ваты в 
цилиндрическом стакане из оцинкованной стали (рис. 1). Геометрическая форма печи -
Для решения задачи синтеза закона управления, с учетом особенностей 
теплообменных процессов, была экспериментально определена передаточная функция 
нагревательной установки [Кариков Е.Б. и др., 2012; Gol'tsov Yu. A. et al., 2016]:
W  (5 ) =
K
(1 )
(71 • 5 + 1)(T2 • 5 + 1 )’
где K ,  T 1, T 2 -  коэффициент передачи и постоянные времени объекта, соответственно.
Используемые в настоящее время регуляторы температуры с тиристорными 
преобразователями электрической энергии существенно искажают форму кривой 
потребляемого тока, приводя к возникновению в питающей сети несинусоидальных 
режимов.
Для устранения указанных недостатков авторами работ [Гольцов Ю. А. и др., 2016] 
спроектирована и реализована система управления нагревателем высокой мощности,
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построенная на основе высокочастотного преобразователя электрической энергии с 
широтно-импульсным регулированием.
Однако, реализация положительных свойств систем с импульсной модуляцией 
является сложной задачей. Это обусловлено тем, что в импульсных системах при 
вариации параметров возможно возникновение колебаний на пониженных частотах, 
кратных частоте модуляции, квазипериодических и хаотических режимов [Zhusubaliyev, 
Mosekilde, 2003]. При этом наиболее опасны жесткие переходы, связанные 
мультистабильностью, [Zhusubaliyev, Mosekilde, 2003; Жусубалиев и др., 2010; 
Zhusubaliyev, Mosekilde, 2015; Zhusubaliyev et al., 2015], проявляющиеся в 
скачкообразном изменении динамики в ответ на малые изменения параметров или 
воздействие случайных помех. Следствием этого является не только снижение 
показателей качества управления и нарушение хода технологического процесса, но и 
внезапные отказы технологического оборудования.
В настоящей работе изучаются динамические режимы и бифуркации в широтно­
импульсной системе управления температурным полем нагревательной установки. 
Исследования проводились на модели, представляемой в форме кусочно-гладкого 
непрерывного отображения. Показано, что рассматриваемая динамическая система 
демонстрирует большое многообразие нелинейных явлений, таких как 
квазипериодическое поведение, резонансы на замкнутой инвариантной кривой через 
бифуркацию граничного столкновения и мультистабильность.
2 .  М а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь
Система управления нагревательной установкой с передаточной функцией (1), 
описывается дифференциальным уравнением с разрывной частью
т т  + (T + Г2) d T1 2
d t 2
T  =  Г • K F (%), (2 )
d t
Г = K  • U ,
где T  -  температура в нагревательной установке; T 1, T 2 -  постоянные времени; U  -  
напряжение питания; K F(%), % -  выходной и входной сигналы модулятора 
соответственно.
Введем обозначения x1 =  T , x 2 =  d T / d t .  Тогда уравнение движения (2) можно 
записать в форме
dx
= Ax + b • K F
d t  F
(3 )
x = x1 , A =
0
1
1
T  + T2 , b =
0
K  • U
_ x 2 J Е-Г 
___1 1
Е-Г 1
E~T 
Е-Г 
___1
Импульсы K f  формируются методом широтно-импульсной модуляции первого 
рода [Zhusubaliyev, Mosekilde, 2003]:
K f %  = 1 11 +  s l§ n ( %) ] ,
% = a ( V ref -  f 3 x i  ( k  • a)) - V 0 ( t  /  a  - 1_ t  /  a J ), k  =  0,1,2,....,
где a  -  период модуляции, [ J -  функция, выделяющая целую часть аргумента, V ref  -сигнал 
задания температуры нагревательной установки, в  -  коэффициент передачи датчика 
температуры, а  -  коэффициент усиления; V 0 -  опорный сигнал модулятора.
Параметры: T T  = 10240 c; Ti + T2  = 352 c; K  = 328,7 °C/B; a  = 10 c; 2<U <24 B; в  = 
0,01 B/°C; V 0 = 5 B; Vref = 5 B; а  >  0.
От переменных x1, x2 в (3) перейдем к безразмерным переменным х , у  следующей 
заменой:
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к - и - * 2 ,  п  ,  к - и - * *  ,
x  =  - ( x - З у ) ,  x 2 =  1 2 (x -  у ) . (4)
1 * 2  - * Г  2 * 2  - К
Здесь К  = —1/ T , К  = - 1 /  T  -  собственные числа матрицы A. Подставляя (4) в (3) 
и разрешая относительно производных, получим [Zhusubaliyev, Mosekilde, 2003]:
(5)
d t  К  КХ K f ); d t  К  ^У K f ) ,
K F = 1  р  + sign [pk -  ф ) ] ] , (pk = (p(t) |t=a , <p(t) = q + x(t)  -  $ y (tX
d ( t )  =  P ( t  /  a  - Lt  /  a ] ) >  &  =  \ /  Я - ,  q  =  К  К  . Ка P - к - и - к  r e f’ P - K - и - к  0 Vref
Динамическую систему (5) можно свести к двумерному кусочно-гладкому 
отображению:
xk+i = i -  c + c  - ;  i = 1  -  d + 1 , (6)
к  =  0, 1, 2, ...
где zfc = ^ / ( a  -  к ) -  коэффициент заполнения импульсов 0 < zfc < 1, c  =  e a K , d  =  e aK .
Коэффициент заполнения импульсов zF определяется в соответствии с 
алгоритмом:
P  =  ■
К1 *2 ККо = ^  q.
0  Рк < °  
P
zk = 11, Рк > — а
а  _ P
- Р к , 0 <Рк < - ,
P а
Рк = q +хк - Ь к
3 .  П о и с к  п е р и о д и ч е с к и х  д в и ж е н и й  и  и с с л е д о в а н и е  и х  л о к а л ь н о й  у с т о й ч и в о с т и
Период T  периодического движения динамической системы (3) или (5) является 
кратным периоду внешнего воздействия: T  = ma, m  = 1,2,... . Движение с таким периодом 
будем называть m -циклом или циклом периода т .  Задачу поиска m-цикла можно свести к 
расчету неподвижной точки.
Перепишем отображение (6) в векторной форме:
Ук+1 = г ( Ук X (7)
f x ,  у) X (  c x  -  c  +  c 1-
к  у  )  к f 2 ( X  у ) )  I d y  -  d  +  d 1
x
У = F =
где
0, p <  0,
,, Pz = ] 1, p > —, 
а
а  _ P— p , 0 < p < —,
P а
p = q + x - 3 y
В дискретной системе (7) цикл -  это конечное множество точек
Уо, ^ Х  F2(y0), ..., F m (У0) = У0. (8 )
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Заметим, что каждая точка этого множества является неподвижной точкой m - о й  итерации 
F m функции F, т.е. удовлетворяет уравнению:
F"'(v) = v, F '” F(F(...F (у )...)). (9)
v v---------/
m -  вложенных функций
Уравнение (9) решалось численно с помощью гибридного алгоритма, основанного 
на методе Ньютона-Рафсона.
Пусть у * неподвижная точка, т.е.
У о = F m (Уо) .
Локальная устойчивость m-цикла
Уо =  У*, У1 =  Г (Ус), У 2 =  F 2(Уo),•••, У m = 2 (У0) =  Уо 
определяется собственными числами р \ ,  р 2 (мультипликаторами) матрицы монодромии 
Ф т , т.е. корнями уравнения
det(°m  - P E ) = 0
где E  -  единичная матрица.
М атрица Фт  рассчитывается по рекуррентной формуле:
+i = D Ffr k Щ ,
| у k+i = Г(У k I
к  =  0,1,2,..., m -1 , Ф* = E ,  у  * = У *,
где D F (y )- матрица Якоби:
ОР(У) =
f  f  &  f  f  dz_
d x  d z  d x  d y  d z  d y
d f  2 d f  2 d f z  d f  2 d f  2 d z
d x  d z  d x  d y  d z  d y
Здесь частные производные
= с,d f > -  f  = *  f  = о, f  =  0,
d yd x d y d x
f  = - a V ,
d z
—  = - a ^  d 1 z.
dz ^
C учетом насыщения модулятора (см. (6), (7)):
d z
d x  “  P
- ,  0 < z < 1,
d z
d y
■ =
0, z = 1 и л ы  z  =  0, 
—
S - , 0 < z < 1,
P
0, z = 1 и л и  z  =  0. 
Цикл периода m  локально устойчив, когда |р| < 1, i  = 1, 2.
(1 0 )
4 .  Б и ф у р к а ц и о н н ы й  а н а л и з
В качестве варьируемых параметров при бифуркационном анализе были выбраны 
напряжение питания U  и коэффициент усиления а.
На рис. 2 изображена двупараметрическая бифуркационная диаграмма (карта 
динамических режимов) в плоскости параметров ( а ,  U ) ,  рассчитанная численно.
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Р ис. 2. Д в у п а р а м е т р и ч е с к а я  б и ф у р к а ц и о н а я  д и а гр а м м а  н а  п л о с к о с т и  п а р ам етр о в  (a, U)
F ig . 2. T w o -d im e n s io n a l b ifu rc a tio n  d iag ra m  in  th e  p a ra m e te r  p lan e  (a, U)
Ч е р е з  П 1 н а  р и с . 2  о б о з н а ч е н а  о б л а с т ь  с у щ е с т в о в а н и я  у с т о й ч и в о г о  ц и к л а  п е р и о д а  1 
( н е п о д в и ж н о й  т о ч к и  о т о б р а ж е н и я  (6 ) ) . С п р а в а  э т а  о б л а с т ь  о г р а н и ч е н а  к р и в о й  б и ф у р к а ц и и  
Н е й м а р к а - С а к е р а ,  в  т о ч к а х  к о т о р о й  и з  т е р я ю щ е й  у с т о й ч и в о с т ь  1 -ц и к л а  в о з н и к а е т  
д в у х ч а с т о т н ы й  к в а з и п е р и о д и ч е с к и й  р е ж и м . В  ф а з о в о м  п р о с т р а н с т в е  д и н а м и ч е с к о й  
с и с т е м ы  с  н е п р е р ы в н ы м  в р е м е н е м  (3 ) , (5 )  э т о м у  р е ж и м у  о т в е ч а е т  д в у м е р н ы й  
и н в а р и а н т н ы й  т о р ,  а  н а  ф а з о в о й  п л о с к о с т и  д и с к р е т н о г о  о т о б р а ж е н и я  (6 )  -  з а м к н у т а я  
и н в а р и а н т н а я  к р и в а я .
Х а р а к т е р  д в и ж е н и я  н а  т о р е  о п р е д е л я е т с я  ч и с л о м  в р а щ е н и я .  К о г д а  о н о  
и р р а ц и о н а л ь н о ,  и н в а р и а н т н ы й  т о р  в с ю д у  п л о т н о  з а п о л н я е т с я  т р а е к т о р и я м и  ( с е ч е н и е  
П у а н к а р е  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  г л а д к у ю  з а м к н у т у ю  к р и в у ю )  и  д и н а м и к а  к в а з и п е р и о д и ч н а .  
П р и  р а ц и о н а л ь н о м  ч и с л е  в р а щ е н и я  н а  т о р е  л е ж и т  п а р а  ц и к л о в :  у с т о й ч и в ы й  и  с е д л о в о й .  В  
э т о м  с л у ч а е  и н в а р и а н т н ы й  т о р  и  с о о т в е т с т в у ю щ а я  в  о т о б р а ж е н и и  (6 )  з а м к н у т а я  
и н в а р и а н т н а я  к р и в а я  н а з ы в а ю т с я  р е з о н а н с н ы м и  [Z h u s u b a l iy e v  e t  a l .,  2 0 0 2 ] .
С п р а в а  о б л а с т и  П 1 р а с п о л а г а ю т с я  о б л а с т и  р е з о н а н с а  ( и л и  р е з о н а н с н ы е  я з ы к и )  н а  
д в у м е р н о м  т о р е .  Н а  р и с . 2  в ы д е л е н ы  р е з о н а н с н ы е  я з ы к и  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш о й  п л о щ а д и  
с  ч и с л а м и  в р а щ е н и я  1 :9 , 1 :1 0 , 1 :1 7  и  2 :1 9 .
В а ж н о  о т м е т и т ь ,  ч т о  р е з о н а н с н ы е  я з ы к и  в  к у с о ч н о - г л а д к и х  с и с т е м а х  о г р а н и ч е н ы  
н е  к р и в ы м и  с е д л о - у з л о в о й  б и ф у р к а ц и и ,  к а к  в  с л у ч а е  я з ы к о в  А р н о л ь д а  г л а д к и х  
д и н а м и ч е с к и х  с и с т е м ,  а  л и н и я м и  б и ф у р к а ц и и  г р а н и ч н о г о  с т о л к н о в е н и я  (« b o r d e r -  
c o l l i s io n » )  [ Z h u s u b a l iy e v  e t  a l .,  2 0 0 2 ;  Z h u s u b a l iy e v ,  M o s e k i ld e ,  2 0 0 3 ;  Z h u s u b a l iy e v ,  
M o s e k i ld e ,  2 0 0 8 ] ,  в  т о ч к а х  к о т о р ы х  у с т о й ч и в а я  п е р и о д и ч е с к а я  о р б и т а  с л и в а е т с я  с 
с е д л о в о й  и  и с ч е з а е т .  В  т а к о й  б и ф у р к а ц и и  с  с е д л о в о й  п е р и о д и ч е с к о й  о р б и т о й  м о ж е т  
с л и в а т ь с я  г и п е р б о л и ч е с к и й  ц и к л , и м е ю щ и й  т и п  к а к  у с т о й ч и в о г о  у з л а ,  т а к  и  у с т о й ч и в о г о  
ф о к у с а .  С т р у к т у р а  р е з о н а н с н ы х  я з ы к о в  к у с о ч н о - г л а д к и х  с и с т е м  п о д р о б н о  и з у ч е н а  в 
[Z h u s u b a l iy e v  e t  a l., 2 0 0 2 ;  Z h u s u b a l iy e v ,  M o s e k i ld e ,  2 0 0 3 ] .
П р е ж д е  ч е м  п р о д о л ж и т ь ,  с д е л а е м  н е б о л ь ш о е  о т с т у п л е н и е .  К а к  и з в е с т н о ,  
у с л о ж н е н и е  к о л е б а н и й  в  к у с о ч н о - г л а д к и х  с и с т е м а х  с в я з а н о  с  д в у м я  т и п а м и  б и ф у р к а ц и й .  
П е р в ы й  т и п  т о ч н о  т а к о й  ж е , к а к  и  в  г л а д к и х  с и с т е м а х .  Э т о  к л а с с и ч е с к и е  б и ф у р к а ц и и ,  
н а п р и м е р ,  б и ф у р к а ц и и  с е д л о - у з е л ,  у д в о е н и я  п е р и о д а ,  Н е й м а р к а - С а к к е р а  (и л и  б и ф у р к а ц и я  
А н д р о н о в а - Х о п ф а )  и  г л о б а л ь н ы е  -  г о м о к л и н и ч е с к и е  и  г е т е р о к л и н и ч е с к и е  б и ф у р к а ц и и .
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Второй тип не имеет аналогов в гладких системах и связан с ситуацией, когда при 
изменении параметров инвариантное множество (например, неподвижная точка, 
периодическое решение) сталкивается с многообразием переключения. Это вызывает 
нарушение условий существования инвариантного множества. Такие бифуркации для 
систем с непрерывным временем получили название С-бифуркаций и впервые были 
исследованы Фейгиным М.И. [Фейгин, 1970; Фейгин, 1974; Di Bernardo et al., 1999].
Для дискретных отображений используется название «border-collision bifurcation» 
(бифуркация граничного столкновения), которое было введено Nusse H.E. и Yorke J.A. в 
[Nusse, Yorke, 1992].
Простейшей бифуркационной картине соответствует непрерывный переход от 
одного типа цикла к другому без нарушения устойчивости (persistence border-collision). 
Возможны и более сложные ситуации, например, удвоение, «умножение» периода 
колебаний, рождение хаотического или квазипериодического аттрактора из 
периодической орбиты или неподвижной точки в результате единственной бифуркации 
(см., например, [Nusse, Yorke, 1992; Zhusubaliyev, Mosekilde, 2003; Zhusubaliyev et al., 
2006; Di Bernardo et al., 2008; Zhusubaliyev, Mosekilde, 2008; Avrutin et al., 2016], а также 
обзоры [Di Bernardo et al., 2008; Makarenkov, Lamb, 2012; Simpson, 2016] и цитируемую в 
них литературу).
(а) (б)
Р ис. 3. Б и ф у р к а ц и я  Н ей м а р к а -С а к ер а :
(a) -  б и ф у р к а ц и о н н а я  д и а гр а м м а , и л л ю с т р и р у ю щ а я  в о зн и к н о в ен и е  зам к н у т о й  и н в а р и а н т н о й
к р и в о й  и з те р я ю щ е го  у с то й ч и в о сть  1-цикла,
(б ) -  за в и с и м о с ть  к о м п л е к с н о -с о п р я ж е н н о й  п ар ы  м у л ь ти п л и к а то р о в  
1 -ц и к л а p i ,2 =  ^  ±  ia  о т  п а р а м е т р а  а 
F ig . 3. N e im a rk -S a c k e r b ifu rc a tio n :
(a) -  b ifu rc a tio n  d iag ra m  illu s tra tin g  th e  a p p e a ra n ce  o f  a  c lo se d  in v a ria n t cu rv e  fro m  a  s tab le  1-cycle, 
(б ) -  v a r ia tio n  o f  a  p a ir  co m p le x -c o n ju g a te d  m u ltip lie rs  p 12 =  ^  ±  ia  fo r  th e  1-cycle
На рис. 3, (а) и (б) приведены бифуркационная диаграмма и зависимости 
мультипликаторов 1-цикла от параметра а  при U  = 2,35 В, иллюстрирующие рождение 
замкнутой инвариантной кривой из теряющей устойчивость неподвижной точки через 
бифуркацию Неймарка-Сакера. Как мы видим из рис. 3, (б), при увеличении а  
комплексно-сопряженная пара мультипликаторов р 1,2 = ц  ± i a  1-цикла выходит из
единичного круга в точке а ф. Потеря устойчивости 1-цикла, когда |р | =  ^ J ^ 2 +  а 2 >  1
сопровождается мягким возникновением замкнутой инвариантной кривой (см. рис. 4, а), 
отвечающей двухчастотному квазипериодическому режиму. При дальнейшем изменении 
коэффициента а  в точке а 1 реализуется бифуркация граничного столкновения, при 
которой инвариантная кривая становится резонансной.
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(а) (б) (в)
Р и с . 4. Ф азо в ы е  п о р тр еты  о т о б р а ж е н и я  (6):
(a) -  и н в а р и а н т н а я  к р и в ая , о т в е ч а ю щ а я  к в а зи п е р и о д и ч е с к о й  д и н ам и к е ,
(б) - з а м к н у т а я  и н в а р и а н т н а я  к р и в а я  с р е зо н а н с н о й  с т р у к ту р о й ,
(в) -  со с у щ е с тв о в а н и е  у с то й ч и в о го  6 -ц и к л а  и  у ст о й ч и в о й  зам к н у т о й  и н в а р и а н т н о й  к р и в о й
F ig . 4. P h ase  p o rtra its  o f  th e  m ap  (6):
(a) -  th e  in v a ria n t cu rv e  a sso c ia te d  w ith  a  q u as i-p e rio d ic  d y n am ics ,
(б ) -  the c lo sed  in v a ria n t cu rv e  w ith  a  re so n an ce  s tru c tu re ,
(в) -  co e x is te n ce  o f  a  stab le  6 -cy c le  an d  a  stab le  c lo sed  in v a ria n t cu rv e
Н а  р и с . 4 , (б )  и з о б р а ж е н  ф а з о в ы й  п о р т р е т  о т о б р а ж е н и я  (6 )  п р и  з н а ч е н и я х  
п а р а м е т р о в  а  =  4 9  и  U  =  2 ,3 5 ,  л е ж а щ и х  в н у т р и  р е з о н а н с н о г о  я з ы к а  1 :9 . К а к  м ы  о т м е ч а л и  
р а н е е ,  п р и  р а ц и о н а л ь н о м  ч и с л е  в р а щ е н и я  н а  з а м к н у т о й  и н в а р и а н т н о й  к р и в о й  и м е е т с я  
ч е т н о е  ч и с л о  п е р и о д и ч е с к и х  о р б и т ,  п о л о в и н а  и з  к о т о р ы х  у с т о й ч и в ы е ,  а  п о л о в и н а  -  
с е д л о в ы е .  К а к  м о ж н о  в и д е т ь  и з  р и с . 4 , (б ) , и н в а р и а н т н а я  к р и в а я  о б р а з о в а н а  з а м ы к а н и е м  
н е у с т о й ч и в ы х  м н о г о о б р а з и й  с е д л о в ы х  ц и к л о в . Н а  э т о м  р и с у н к е  ч е р н ы м и  т о ч к а м и  
о б о з н а ч е н ы  т о ч к и  у с т о й ч и в о г о  ц и к л а ,  а  б е л ы м и  -  с е д л о в о г о .  Ч е р е з  W+ и  W±S о б о з н а ч е н ы  
с о о т в е т с т в е н н о  н е у с т о й ч и в ы е  и  у с т о й ч и в ы е  м н о г о о б р а з и я  с е д л о в о й  п е р и о д и ч е с к о й  
о р б и т ы . И н в а р и а н т н ы е  м н о ж е с т в а  Wf  и  W f  р а с с ч и т ы в а л и с ь  ч и с л е н н о  с  п о м о щ ь ю  
а л г о р и т м а  [ Ж у с у б а л и е в  и  д р .,  2 0 1 7 ] .  П р и  в ы х о д е  и з  з о н ы  р е з о н а н с а  1 :9  ч е р е з  т о ч к у  
б и ф у р к а ц и и  г р а н и ч н о г о  с т о л к н о в е н и я  а 2 д и н а м и к а  в н о в ь  с т а н о в и т с я  к в а з и п е р и о д и ч е с к о й .
П р и  б о л ь ш и х  з н а ч е н и я х  н а п р я ж е н и я  п и т а н и я  U  д и н а м и к а  у с л о ж н я е т с я  з а  с ч е т  
п о я в л е н и я  о б л а с т е й  с  м у л ь т и с т а б и л ь н ы м  п о в е д е н и е м . М у л ь т и с т а б и л ь н о с т ь  в  к у с о ч н о ­
г л а д к и х  д и н а м и ч е с к и х  с и с т е м а х  в  к о н т е к с т е  к о н ц е п ц и и  с к р ы т ы х  а т т р а к т о р о в  (« h id d e n  
a t t r a c to r s » )  [L e o n o v , K u z n e ts o v ,  2 0 1 3 ;  D u d k o w s k i  e t  a l., 2 0 1 6 ]  и с с л е д о в а н а  в  р а б о т а х  
[Z h u s u b a l iy e v ,  M o s e k i ld e ,  2 0 1 5 ;  Z h u s u b a l iy e v  e t  a l .,  2 0 1 5 ] .
Н а  р и с . 4 , (в )  п о к а з а н  ф а з о в ы й  п о р т р е т  в  о б л а с т и  м у л ь т и с т а б и л ь н о с т и ,  г д е  
у с т о й ч и в ы й  6 - ц и к л  с о с у щ е с т в у е т  с  у с т о й ч и в о й  з а м к н у т о й  и н в а р и а н т н о й  к р и в о й , 
о т в е ч а ю щ е й  к в а з и п е р и о д и ч е с к о м у  р е ж и м у . Г р а н и ц е й  б а с с е й н о в  п р и т я ж е н и я  
с о с у щ е с т в у ю щ и х  а т т р а к т о р о в  я в л я е т с я  у с т о й ч и в о е  м н о г о о б р а з и е  с е д л о в о г о  6 -ц и к л а .
З а к л ю ч е н и е
В  д а н н о й  с т а т ь е  п р е д с т а в л е н ы  р е з у л ь т а т ы  б и ф у р к а ц и о н н о г о  а н а л и з а  
м а т е м а т и ч е с к о й  м о д е л и  с и с т е м ы  у п р а в л е н и я  т е м п е р а т у р н ы м  п о л е м  н а г р е в а т е л ь н о й  
у с т а н о в к и .  С и с т е м а  с о с т о и т  и з  н е п р е р ы в н о й  л и н е й н о й  ч а с т и ,  о п и с ы в а е м о й  
о б ы к н о в е н н ы м и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и  и  м о д у л я т о р а ,  о с у щ е с т в л я ю щ е г о  
ш и р о т н о - и м п у л ь с н у ю  м о д у л я ц и ю  п е р в о г о  р о д а . И с с л е д о в а н и е  т а к о й  д и н а м и ч е с к о й  
с и с т е м ы  с в е д е н о  к  и з у ч е н и ю  с в о й с т в  д в у м е р н о г о  к у с о ч н о - г л а д к о г о  н е п р е р ы в н о г о  
о т о б р а ж е н и я .  О п и с а н ы  а л г о р и т м ы  п о и с к а  п е р и о д и ч е с к и х  д в и ж е н и й  и  а н а л и з а  и х  
л о к а л ь н о й  у с т о й ч и в о с т и .
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Р а с с м а т р и в а е м а я  д и н а м и ч е с к а я  с и с т е м а  д е м о н с т р и р у е т  к в а з и п е р и о д и ч е с к о е  
п о в е д е н и е  и  м у л ь т и с т а б и л ь н о с т ь .  В ы я в л е н о ,  ч т о  п е р е х о д  о т  п е р и о д и ч е с к о г о  р е ж и м а  с 
ч а с т о т о й  м о д у л я ц и и  к  к в а з и п е р и о д и ч е с к и м  к о л е б а н и я м  п р о и с х о д и т  ч е р е з  к л а с с и ч е с к у ю  
б и ф у р к а ц и ю  Н е й м а р к а - С а к е р а .  В  о б л а с т и  к в а з и п е р и о д и ч е с к о й  д и н а м и к и  с у щ е с т в у ю т  
м н о г о ч и с л е н н ы е  о к н а  с  п е р и о д и ч е с к о й  д и н а м и к о й ,  о т в е ч а ю щ и е  р е з о н а н с н ы м  я з ы к а м . 
П о к а з а н о ,  ч т о  п е р е х о д ы  и з  з о н ы  р е з о н а н с а  в  о б л а с т ь  к в а з и п е р и о д и ч е с к о й  д и н а м и к и  и  
о б р а т н о  п р о и с х о д я т  н е  ч е р е з  с е д л о - у з л о в у ю  б и ф у р к а ц и ю , к а к  в  с л у ч а е  г л а д к и х  
д и н а м и ч е с к и х  с и с т е м ,  а  ч е р е з  б и ф у р к а ц и ю  г р а н и ч н о г о  с т о л к н о в е н и я  ( « b o r d e r - c o l l i s io n  
b i f u r c a t io n » ) ,  п р и  к о т о р о й  с  с е д л о в о й  п е р и о д и ч е с к о й  о р б и т о й  м о ж е т  с л и в а т ь с я  
г и п е р б о л и ч е с к и й  ц и к л , и м е ю щ и й  т и п ,  к а к  у с т о й ч и в о г о  у з л а ,  т а к  и  у с т о й ч и в о г о  ф о к у с а .
Р а б о т а  в ы п о л н е н а  в р а м к а х  п р о гр ам м ы  р а зв и т и я  о п о р н о го  у н и в е р с и т е т а  н а  б азе  Б Г Т У  им . 
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